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1. Womit beschiaftigt sich die Elektrodynamik?

Die Elektrodynamik ist eine klassische, relativistische Feldtheorie, die sich mit
den elektrischen und magnetischen Phénomenen beschéaftigt. Aus den Maxwell-
gleichungen, die zusammen mit der Lorentzkraft die Grundgleichungen der Elek-
trodynamik bilden, lassen sich alle klassischen elektromagnetischen Effekte herlei-
ten. Die Erweiterung der Elektrodynamik zu einer Quantenfeldtheorie ist in der
Quantenelektrodynamik (QED) realisiert.

Das Wort Elektrodynamik setzt sich aus den griechischen Wortern fiir Bern-
stein, fjlextpov, und Kraft, d0vouig, zusammen.

2. Wie lauten die Grundgleichungen der Elektrodynamik?

Die Maxwellgleichungen bilden zusammen mit der Lorentzkraft die Grundglei-
chungen der Elektrodynamik. Die Lorentzkraft lautet!

ﬁqu(E+” xé). (2.1)
C

Fir die Maxwellgleichungen gibt es verschiedene, zueinander équivalente, Dar-

stellungen. Im Folgenden wird die differentielle und die kovariante Formulierung

genannt. Eine weitere Darstellung ist die Integralform, die man mit Hilfe der Sétze

von GauBl und Stokes aus den differentiellen Maxwellgleichungen gewinnen kann.
Die differentiellen Maxwellgleichungen lauten

divB =0, (2.2)
rot E+ 18,8 =0, (2.3)
div E = 4o, (2.4)
roté—%atﬁz%f, (2.5)

mit dem elektrischen Feld E, dem magnetischen Induktionsfeld é, der elektri-
schen Ladungsdichte g, der elektrischen Stromdichte 7 und der Vakuumlichtge-
schwindigkeit c¢. Die Gleichungen (2.2) und (2.3) bezeichnet man als homogene
Maxwellgleichungen, weil sie keine Ladungen und Stréme enthalten; (2.4) und
(2.5) nennt man entsprechend inhomogene Maxwellgleichungen.

Die kovarianten Maxwellgleichungen lauten

OFP + 0P + 9 F’ =0, (2.6)
aocFaﬁ = 4%]6 )

mit den Vierervektoren 0, = 0/0z% = (% o, V), 0% = 0/0z, = (% O , —V)»

'Hier wird das Einheitensystem nach Gaufl verwendet, in dem E und B die gleiche physikalische
Einheit haben.
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§P = (cg, T ) und dem elektromagnetischen Feldstarketensor

0 -E, —E, —E.
E 0 —-B., B
Fof =" = 2.8
E, B. 0 -B, (28)
E. =B, B, 0
[Die homogene Maxwellgleichung (2.6) kann durch die Matrix
0 —-B, —B, —B.
G =1ewp,, = By 0 Bk, (2.9)

B, —E. 0 E,
B. E, —E, 0

auch in der kompakteren Form 0,G*? = 0 ausgedriickt werden. Dies ist aber keine
kovariante Darstellung der homogenen Maxwellgleichung, da G’ kein Tensor,
sondern ein Pseudotensor ist.]

3. Wie ist das elektrische Feld definiert?

Das elektrische Feld ist tiber die Kraft definiert, die es auf eine Testladung austibt:

—

. F
E = lim —. (3.1)
q—0 q

Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 ist gemeint, dass der Einfluss der Testladung auf
das E-Feld vernachlassigbar sein soll.

4. Wie ist das magnetische Induktionsfeld definiert?

Als Definition des magnetischen Induktionsfeldes kann man das Biot-Savart-Ge-
setz der Magnetostatik heranziehen: Das magnetische Induktionsfeld B einer be-
liebigen stationdren Stromdichte 7'(7) lautet

. 1 = =

N 3 oy r T
B(T) = E/d 7”/](7“,) X m (41)

5. Wie lauten die Integralsitze von Gaufl und Stokes?
Gauf: /d37‘ divE = j{dfﬁ, mit F' = Oberfldche von V. (5.1)
\4 F

Stokes: /dfrot B= ?{dfé, mit C' =Rand von F. (5.2)
F c
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6. Welche Bedeutung haben die Maxwellgleichungen?
Die Maxwellgleichungen enthalten die folgenden physikalischen Gesetze:
e Abwesenheit Magnetischer Monopole:
divB=0 S8, fdfé:o (6.1)
Der Magnetische Fluss durch eine geschlossene Oberfléche ist Null; Magnetfeld-
linien sind geschlossene Kurven.

e Faraday’sches Induktionsgesetz:

Stokes,

rot E+19,8=0 %% U=-1004 (6.2)

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses &5 = [d f B durch die Fliche
F (Anderung von B oder F ) induziert eine Spannung U = ¢d7’ E, also einen
elektrischen Strom, der seiner Ursache entgegenwirkt (Lenz’sche Regel).

o Gauf3’sches Gesetz:
divE = dmp 25 fdfﬁ:zmcg (6.3)

Der gesamte elektrische Fluss durch die Oberflache eines Volumens V' ist pro-
portional zu der in V' enthaltenen Ladung ) = [dVp.

e Ampeére’sches Gesetz und Maxwell’scher Verschiebungsstrom:
ot B-1oB =ty S fargol [af o 4:[ (6.4)
Bei zeitlich konstantem E-Feld gilt
fdfé ' (6.5)

Ein konstanter elektrischer Strom I = [d f 7 induziert ein magnetisches Feld,
dessen (geschlossene) Feldlinien um den Strom zirkulieren.

Der Term —%&E ist der so genannte Maxwell’sche Verschiebungsstrom:;
ohne ihn stiinden die Maxwellgleichungen im Widerspruch zur Kontinuitats-
gleichung.

7. Woran sieht man, dass die Elektrodynamik eine verein-
heitlichte Feldtheorie ist?

An der kovarianten Formulierung der Maxwellgleichungen (2.6)—(2.7): Darin wird
das elektrische Feld E und das magnetische Induktionsfeld B zu einer einzigen
physikalischen Grole zusammengefiithrt — dem elektromagnetischen Feldstarketen-
sor F*# In dieser TensorgréSe manifestiert sich die Vereinigung von Elektrizitét
und Magnetismus zum elektromagnetischen Feld.
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8. Wie kommt man auf den Feldstarketensor?

Aus den homogenen Maxwellgleichungen divB = 0 und rot E + %&:é = 0 kann
man folgern, dass sich das elektromagnetische Feld durch die Potentiale A und [0)
ausdriicken lasst, denn fiir jedes Vektorfeld A und Skalarfeld ¢ gilt die Beziehung
div (rot A) = 0 bzw. rot (grad ¢) = 0, und die homogenen Maxwellgleichungen sind
automatisch erfiillt, wenn man den Zusammenhang zwischen elektromagnetischen
Feldern und Potentialen als

E = —grad¢ — %@ff, B=rotA (8.1)

ansetzt. Wenn man die Komponenten ausschreibt, ergibt sich

E = - ng lat Ty B:c:ayAz_asza
0,6 — 104, B, =0.A,— 0,A., (8.2)
z:_qu_gat z Bz:axAy_ayAa:

Mit den Vierervektoren 0% = (% O, —V) und A = (gb , A ) wird dies zu

E,=0'A"-8°A", B, =0*A* - 9°A°,
E,=0*A"—0"A%, B, =0'A-0°A', (8.3)
E, =0A"—-0"A%, B, =9"A' —0'A%.

Daraus kann man einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe konstruieren, den so
genannten Feldstarketensor

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 —B,
E. -B, B, 0

FP = 9*APF — 9P A> = (8.4)

Die kovarianten Komponenten des Feldstéarketensors ergeben sich mit der Min-
kowski-Metrik zu F,, = 1a.np,F°:

1 0 0 0 0 -E, -E, -E,\/1 0 0 0
so_|0 -1 0 O0]|[E 0 -B. B, |0 -1 0 0
w10 0 -1 0||EB, B. 0 -B,||0 0 -1 0

o 0 0o -1)\E, -B, B, 0 00 0 -1

0 E E, E.

-B B
= Py (8.5)

9. Sind Ladungs- und Stromdichte beliebig?
Nein, sie erfiillen die Kontinuitatsgleichung

8aj* =0 =  fo+divi=0. (9.1)
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10. Wie kann man die Kontinuitatsgleichung aus den Max-
wellgleichungen herleiten?

Die Kontinuitatsgleichung ergibt sich aus der Ableitung ds der inhomogenen Max-
wellgleichung 0, F*° = 47” 4% und Summation iiber 3

0p0a % = 17 955" = 47 (D0 + div ]). (10.1)

Auf der linken Seite kann man die Vertauschbarkeit der Ableitungen 0,03 = 930,
und die Antisymmetrie des Feldstirketensors F'“? = —F5 ausnutzen:

Dp0uF*P = —0,05F"™ = —030,F* (10.2)

wobei im letzten Schritt die Indizes a <+ [ umbenannt wurden. Daraus folgt
D50, F*® = 0. Aus (10.1) ergibt sich dann die Kontinuitétsgleichung

do+divyi=0. (10.3)

11. Wie transformieren sich E und 5 bei einem Wechsel
des Bezugssystems?

Das Transformationsverhalten von E und B beim Wechsel zwischen Inertialsys-
temen ergibt sich aus einer Lorentztransformation des Feldstarketensors:

FP = NN PP (11.1)

Im Falle einer Relativgeschwindigkeit v = ¢ in x-Richtung erhélt man:

¥y -8 00\ /0 -E, -E, —FE, ¥y -8 00
pog_| =8 v 0 0pfE 0 =B, By | =8 v 00
0 o 10||E, B. 0 -B, 0 0 10
0 o 01/\E. -B, B, 0 0 0 01
0 —-E, —y(Ey — BB.) —(E. + BB,)
_ E, 0 _V(Bz - BEy) V(By + BEz)
v(Ey — BB.) ~(B.—BE,) 0 —-B,
7(Ez + 5By) _’Y(By + BEz) B, 0
(11.2)

Fiir den Vektor des elektrischen Feldes und den Pseudovektor des magnetischen
Induktionsfeldes gilt demnach
E\/\:Eu, Ei:7<El+gX§)v

Bi=B. B =n(B.fxE -
(=B, BL=v(Bi-8xE),

wobei || und L die zu 3 parallelen bzw. senkrechten Komponenten der Felder
bezeichnen.
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12. Wie kann man das E- und B-Feld einer gleichformig
bewegten Ladung herleiten?

Aus einer Lorentztransformation des Feldstarketensors vom Ruhesystem der La-

dung, wo B’ = 0 und E'(7') = ¢/ |']® (statisches Coulombfeld) gilt, ins La-

borsystem, in welchem sich die Ladung mit der Geschwindigkeit v = (¢ entlang
der xz-Achse bewegt. Im Ruhesystem der Ladung lautet der Feldstarketensor

0 —g _y/ —
‘g "0 0 0
FOB @y = L [¥ 12.1
(7” ) ’F/P yl 0 O O ( )
Z 0 0 0
Eine Transformation ins Laborsystem
Yy 8 00
Fof = Ao AL PP it A= |70 7 00 (12.2)
0 0 10
0 0 01
liefert
0 —-E. —E, —E
0B (= L, 0 —pE, —BEL
F B(r/) = E/ E/ 0 Y 0
vE, BE,
vE. yBE. 0 0
0 - = =7
_ g | 0 =By —B 19.3
IR / / 0 0 ( : )
7P vy By
vz yBZ 0 0

Wenn man 7" durch 7 ausdriickt, d.h. die Lorentztransformation =’ = y(z — vt),
y =y, 2/ = z anwendet, erhalt man

0 —x+vt -y —z
. q T — vt 0 —By —pz
FYP(F t) = . (124
(7.1) [V (x —vt)2 +y2 + 2232 |y By 0 0 (12.4)
z Bz 0 0

Die E- und B-Felder der bewegten Ladung lauten demnach

vq xr — vt
E(Ft) = — y (12.5)
’ — ut)2? 2 213/2 ?
(V2 (2 — vt)? + y? + 22 i
0
= vBq
B(7,t) = S ol 1 g T R —z . (12.6)
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13. Wie lauten die Maxwellgleichungen in Materie?
In Materie bleibt die homogene Maxwellgleichung unveréndert,
OF + P F™ + O F* =0, (13.1)
und die inhomogene Gleichung wird zu
O FP = 4z 58 (13.2)
v&_pbei f 8 aus dem Feldstirketensor F** durch die Substitutionen E — D und
B — H hervorgeht,

0 -D, —D, —D.
Fos_ |De 0 —H. H,
D, H, 0 -—H,
D, —H, H, 0

(13.3)

D nennt man das elektrische Verschiebungsfeld und H das Magnetfeld. Durch die
Grofen D und H kommt der Einfluss der elektromagnetischen Felder auf Materie
zum Ausdruck, ndmlich Polarisation und Magnetisierung. Man definiert
D =E+4xP ,
Lo - (13.4)
H=DB—-47M,
wobei P die elektrische Dipoldichte (= Polarisation) und M die magnetische Di-
poldichte (= Magnetisierung) ist.
Der Zusammenhang zwischen D und E bzw. H und B hangt von den elektri-
schen und magnetischen Eigenschaften des betrachteten Mediums ab. Bei nicht

zu hohen Feldstarken gilt fiir viele Materialien ein linearer Zusammenhang;:
ﬁ = eﬁa
e (13.5)
M = XmH )

mit der elektrischen bzw. magnetischen Suszeptibilitét y. bzw. xy, des betrachte-
ten Mediums, und damit

5:55, e=14+4mxe,
— - (13.6)
B=uH, p=1+4rxn.

Bei den Grofien xe, Xm, € und p handelt es sich im Allgemeinen um Tensoren 2.
Stufe — sie konnen demnach durch 3 x 3-Matrizen dargestellt werden. Bei isotropen
Medien vereinfachen sie sich zu Skalaren. Sie sind konstant, wenn man homogene
Medien betrachtet, und ortsabhéngig bei inhomogenen Medien.

Medium  Xe; Xm bzw. &, u

homogen konstant

inhomogen ortsabhangig

isotrop Skalare

anisotrop  Tensoren 2. Stufe (3 x 3-Matrizen)
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14. Was ist eine Eichtransformation?

Aus den homogenen Maxwellgleichungen divB = 0 und rot E + %&:é = 0 kann
man folgern, dass sich das elektromagnetische Feld durch Potentiale ausdriicken
lisst, da jedes Vektorfeld A(7,t) und jedes Skalarfeld ¢(7,t) die Beziehung

div (rot ,I) =0 bzw. rot (grad ¢) =0 (14.1)

erfiillt. Zwischen den elektromagnetischen Feldern und den Potentialen besteht
der Zusammenhang

B = rot ff,
B (14.2)
E

= —grad ¢ — %8,:/?.

Die elektromagnetischen Potentiale sind jedoch nicht eindeutig festgelegt, denn E
und B andern sich nicht, wenn man die Transformation

—

A — /T—i—gradx,
¢ — ¢ — O

durchfiithrt, wobei x(7,t) ein beliebiges Skalarfeld ist.
Eine solche Anderung der Potentiale, die die elektromagnetischen Felder — und

(14.3)

damit auch die Maxwellgleichungen — unverandert lasst, nennt man Eichtransfor-
mation.

15. Wie lautet die Coulomb-Eichung?

VA =0 (15.1)

16. Wie lautet die Lorenz-Eichung?

0, A =10, + VA =0 (16.1)

17. Welche Rolle spielen die elektromagnetischen Potentia-
le in der Elektrodynamik und der Quantenmechanik?

In der Elektrodynamik haben die elektromagnetischen Potentiale vor allem prak-
tischen Nutzen: Mit ihrer Hilfe lassen sich die inhomogenen Maxwellgleichungen
entkoppeln und allgemein 16sen. Aufgrund ihrer Eichfreiheit werden sie aber haufig
nur als mathematische Hilfsgroflen betrachtet, wahrend die elektromagnetischen
Felder als die fundamentalen Grofien der Elektrodynamik gelten.

In der Quantenmechanik sind die Rollen jedoch vertauscht. Der Aharonov-
Bohm-Effekt zeigt, dass es Situationen gibt, in denen die elektromagnetischen
Potentiale als die fundamentalen Groflen angesehen werden miissen.
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18. Unter welchen Transformationen sind die Maxwellglei-
chungen ko- bzw. invariant?

Die Maxwellgleichungen sind kovariant (= forminvariant) unter raumlichen Koor-
dinatentransformationen (Translationen, Drehungen und Spiegelungen im Raum),
unter raumzeitlichen Koordinatentransformationen (Lorentztransformationen, al-
so dem Wechsel zwischen verschieden bewegten Inertialsystemen), unter Zeitum-
kehr und unter Ladungskonjugation. Ferner sind sie invariant unter Eichtransfor-
mationen der Potentiale.

Um die Kovarianz der Maxwellgleichungen beziiglich einer Koordinatentrans-
formation * — 2 zu zeigen, geht man von der inhomogenen Maxwellgleichung
in kovarianter Form, 0, F*® = 47” 47, aus. Multiplikation mit dz°/02” und Sum-
mation iiber [ liefert

027 s 8 o _ 4ar B

Die Ableitung d, kann man umschreiben als?

ozt Oz’
O =0,0F =0, — — 184
B Hax,,/ O ( )
und oben einsetzen:

’ 8:6“ &L’”/ ’ iy ’
Do =0 F =g, FP =4z " 18.5
" oxY" Ox e (185)

Umbenennen des Summationsindex v’ — o' ergibt schliefSlich:
O F¥P = 4m 5§57 (18.6)

Die inhomogene Maxwellgleichung hat im gestrichenen Koordinatensystem somit
die gleiche Form wie im ungestrichenen; sie ist forminvariant gegeniiber Koor-
dinatentransformationen. Fiir die homogene Maxwellgleichung kann dies analog
gezeigt werden.

’Das kann man folgendermaBen sehen. Man betrachte einen Vierervektor v®. Sein Transforma-
tionsverhalten beziiglich einer Koordinatentransformation x® — 2%, bzw. Riicktransformation
2% — z* lautet

vt = —", v = —10°. (18.2)

Ineinander eingesetzt ergibt das

’
W Oz Oxb

v = W % ¢ 8% =02, (183)
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Die Kovarianz der Maxwellgleichungen unter Zeitumkehr sieht man am Verhal-
ten der darin vorkommenden Grofen:3

0a=(10,,V) = Ou=(-10,V)=-0", (18.7)

0 —E, —E, —E. 0 —E, —E, —E.
o [ E. 0 —B. B, =08 [ E. 0 B. -B, | _
F=\1% B o -8B — FY=\|% 5 o B’ |=-Fta (188)

E. —-By Bg 0 E. By —By 0
7= (co. 7) - 7 =(co,=7) =Js (18.9)

Die Maxwellgleichungen kann man nun entsprechend umschreiben:

8aFa’B = 4%]6 Y 8"‘Fa6 = 4%]5
N =0%(=Fap) = T jg
A O, Ff = 1m 58 (18.10)

Fiir die homogene Maxwellgleichung geht das analog.
Bei Ladungskonjugation gilt Do = Oy, F*P = —F°F und 78 = —j% und damit:
WP ()=t (-7)
A Do F =418 (18.11)
Die Invarianz der Maxwellgleichungen beziiglich Eichtransformation der Poten-

tiale kann man wie folgt nachrechnen. Die Eichtransformation des Viererpotentials
A% lautet

A% =AY — 9y (18.12)

Der Zusammenhang zwischen dem elektromagnetischen Feld und dem Viererpo-
tential kommt durch die Gleichung

B =0"AF — 9% A (18.13)
zum Ausdruck. Eine Eichtransformation des Viererpotentials ergibt

FoP = g2 AP — 9P Ae
= 0%(A? = 9x) — 97 (A" — 9%x)
=0"AP —0°0°y — 0°A* + 0°0°x
= 0°A° — 9P A* = P (18.14)

3Bei der Zeitumkehr erhalten alle physikalischen Gréfien, die die Zeit in ungerader Potenz ent-
halten — z.B. t, 0y, ¥, p, 7, etc. — ein Minuszeichen. Aus der Definition von Eund B - Gleichung
(3.1) und (4.1) — folgt dann, dass E invariant bei Zeitumkehr ist, aber B ein Minuszeichen
bekommt.
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19. Wie lautet die allgemeine Losung der Maxwellgleichun-
gen?

Zur allgemeinen Losung der Maxwellgleichungen kommt man iiber die elektro-
magnetischen Potentiale ¢ und A. Man definiert die Potentiale so, dass sie die
homogenen Maxwellgleichungen automatisch erfiillen; in Vierervektorschreibweise
lautet dies

FoP = 0%AP — 9P A (19.1)

mit den Vierervektoren 0% = (% O —V), AP = (qb , A ) und dem Feldstéarketensor
0 —E, —Ey —E:
E. 0 —-B, B
Fol = E, B. 0 B, |-
E. =By, By 0
Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt, denn die £- und B-Felder andern
sich nicht, wenn man eine so genannte Eichtransformation des Viererpotentials

A 5 A= 9oy (19.2)

durchfiihrt, wobei x(7,t) ein beliebiges Skalarfeld ist.
Wenn man in den inhomogenen Maxwellgleichungen 9,F*% = 47” 47 den Feld-

starketensor durch die Potentiale ausdriickt, erhélt man*

OA% — 995 A% = 2z jo . (19.3)

Die Eichfreiheit kann nun dazu ausgenutzt werden, diese Gleichung zu vereinfa-
chen. In der Lorenz-Eichung 93 A® = 0 ergibt sich
OA% = 4z jo (19.4)

C

Die Losung dieser inhomogenen Wellengleichung lautet

3 —

Ay = & fap I TV, (19.5)

c |7 — 7|

Je nach Vorzeichen spricht man vom retardierten bzw. avancierten Viererpotential

1 ja(F/ tret)
A *t:f/d:%'i’ 19.6
ret(T7 ) c r |7;»_7;»,| ’ ( )
1 JT  tay)
A% (7t :—/dB’i’, 19.7
L) = e (19.7)
mit der retardierten bzw. avancierten Zeit
= —/
P iy (19.8)
c
= —/
PRI il (19.9)
c
40 ist der d’Alembert-Operator, 0 = 9,0% = 1 02 — V2.

c2
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20. Wie lautet das Biot-Savart-Gesetz? Wie kommt man

darauf?

Das Biot-Savart-Gesetz gibt das magnetische Induktionsfeld B einer beliebigen
stationéren Stromdichte j'(7) wider,

. 1 o F—r’
B(T) = E/d?’?“/j(?”’) X m (201)

Zur Herleitung des Biot-Savart-Gesetzes betrachtet man die allgemeine Losung
der Maxwellgleichungen (19.5) im magnetostatischen Fall. Fur das Vektorpotential

gilt dann
o 1 77"
A(F) == / &3 20.2
)= Jan i (20.2)
und das magnetische Induktionsfeld ergibt sich aus B = rot ff,
. 1 (7!
B() = —/d3r’Vr J()
c |7 — 7|
/d3 /—»(—»/)Xv ;
=
¥ —r'
a*r 7(7") 20.3
/ 7:’ 7—,’/|3 ) ( )
wobei die Beziehungen a x b=—bxaund V, ‘F_F,‘ = Tf FF /|3 ausgenutzt wurden.

21. Wie kann man aus gegebenem p und 7 die E- und B-
Felder berechnen?

Aus der Ladungsverteilung ¢ und der Stromdichte 7 lassen sich die retardierten
Potentiale (19.6) berechnen, und aus diesen erhélt man tber Gleichung (14.2) die
E- und B-Felder.

22. Wie lautet die Ladungs- und Stromdichte einer Punkt-
ladung?

Die Ladungsdichte einer Punktladung ¢ am Ort 7 lautet
o) = qb(F" = 71). (22.1)

Wenn sich die Ladung mit der Geschwindigkeit v = dr} /dt bewegt, ist die Strom-
dichte

J(7)t) = o = qUd (7 — 7). (22.2)

Zu einer Punktladung gehort somit die Viererstromdichte

JUF ) = q6(F — ) (‘j) . (22.3)

v
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23. Was sind die Liénard-Wiechert-Potentiale? Wie kommt
man darauf?

Die Liénard-Wiechert-Potentiale sind die retardierten Potentiale einer entlang der
Trajektorie 7 (t) beliebig bewegten Punktladung g,

o (=) q 1
Aret(r7t) - R(l _B‘gR) (6)

mit R(t) = |R(t)| = |[F— 7 ()|, B =r/c, &k = R/R und der retardierten Zeit
byt =1 — %R(tret>-

Zur Herleitung der Liénard-Wiechert-Potentiale geht man von den retardierten

, (23.1)

tret

Potentialen

/dt /d3 I ) O = het) (23.2)

ret ’ 7 /|

aus, setzt die Viererstromdichte einer Punktladung am Ort 7 (t') ein, also j* =
q6(7— 1) (%), und fihrt die rdumliche Integration durch:

=1 far o S(7 = 7)) -8(¢ —t+ =) @

le(x
ret "I" _ ’l“ | —
t/ t+ \Fffl(t’ﬂ
= q/dt ) <£>
!T — (Y )! B
6 -1+ ﬁ) 1
_ dt’ ¢ i 23.
q/ R(t) (5) (23.3)

Da in der Deltafunktion eine Funktion der Zeitvariablen ¢’ vorkommt, muss man
die Regel

i(f)) =3 —‘ (iﬁfﬁis tn) | (23.4)

n at’

anwenden, wobei t,, die Nullstellen von f(#') sind. In unserem Falle gilt

/ 9 1/2
f(t’):t’—t—l—@:t’—t%—} [Z(Ri(t’)) ]

c c
df(t)

—1—
dt’

LRWE)-#A{) . =
¢ R({) '

und die Nullstelle liegt bei ' = t,;. Das ergibt

y t’ — tret) (1)
ret /d N o
t/ ‘1 - ret) : eR(tret> B

q 1
- pre = . 236
R( ret) ’ 5( ret) (tret) <B> ( )
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24. Wie lautet die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes?
B+ B

gem 87T

(24.1)

25. Welche physikalische Bedeutung hat der Poyntingvek-
tor?

Der Poyntingvektor
S=g(ExB) (25.1)

ist die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes.

26. Welche Kontinuitatsgleichung erfiillt der Poyntingvek-
tor?

Der Poyntingvektor steht mit der totalen Energiedichte £ = Eq + Emecn in folgen-
dem Zusammenhang:

HE+divS =0, (26.1)

wobel E., = S%r (524—52) die elektromagnetische Energiedichte und 0, ecn = T E
die zeitliche Anderung der mechanischen Energiedichte ist.

27. Wie lautet der Energie- und Impulssatz der Elektrody-
namik?

Die Erhaltungssétze fiir Energie und Impuls lassen sich in einer kovarianten Form
durch die Gleichung

0T = —LFPj, (27.1)

ausdriicken. 7% ist der Energie-Impuls-Tensor,

Eom 15T
T = (7% ¢ 27.2
(15 —Tz’j> 272

C

mit der elektromagnetischen Energiedichte &, dem Poyntingvektor S und dem
Maxwell’schen Spannungstensor T;;:

Eom = o (E*+ B?) (27.3)

S=£(ExB), (27.4)
Ty = & |E:iE; + BiB; — §6;;(E* + B?)]|. (27.5)
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In Komponentenschreibweise lautet der Energie-Impuls-Tensor
T = — L (u F"F» — Ly F™F,, ) (27.6)

mit der Minkowski-Metrik 7, = n* = diag(1, —1, —1, —1). Dies kann man aus
Gleichung (27.1) wie folgt herleiten: Auf der rechten Seite ersetzt man j, durch

die inhomogene Maxwellgleichung 0" F),, = 47” Jvs
1P, = = L FY0F,, = — L [0 (F7F,) — (0"F™)F.].  (21.7)

Den ganz rechten Term kann man unter Ausnutzung der Antisymmetrie des Feld-
starketensors umschreiben als

<8MF5V> F,, =

=1 (0°F")F,, (27.8)

wobei im vorletzten Schritt von der homogenen Maxwellgleichung Gebrauch ge-
macht wurde, 0“F?Y + 9P F7® 4 97 F*# = (. Ferner gilt
(0°F™ ) Fy = 0°(F™F,,) — F* (0°F,,)
= 0P (F™F) — "0 Fo (0" )
= 0P (F"™ Fu) — Fu(07F™)
= 0P (F" ) — (0°F™)F,,
~ (°F")F, =310°(F™Fu) . (27.9)
In (27.7) eingesetzt, ergibt sich
—LFYj, = =L 0" (F7F) - 10°(F"F )]
= =L 0u (™ Fu P = A0 PP E,,)
= — L 0o (FOF™ — L0 FE,,)
= = Ou (M P F? — L F™F,, )
= 0,77 . (27.10)

Und schlieBlich kann man (27.6) ablesen, T°% = — L (nMVFa“FBV -1 n"‘ﬁF“l’Fw).

28. Wie kann man die Maxwellgleichungen aus einer La-
grangedichte herleiten?

Eine Lagrangedichte, die zu den inhomogenen Maxwellgleichungen fiihrt, lautet

L=—LFPF;-1j%4,. (28.1)
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Hierbei ist iiber o und 8 zu summieren. Fiithrt man die Summe explizit aus, erhélt
man £ = & (E* — B?) — o + L JA.
Die Lagrange-Bewegungsgleichungen folgen aus dem Hamilton-Prinzip der ex-
tremalen Wirkung® bei Variation nach A,:
oL oL

8, a9 0. (28.2)

Dies ist die Verallgemeinerung der Lagrangegleichungen auf Felder, die im Gegen-
satz zu den Lagrangegleichungen diskreter Systeme neben der Zeitableitung von

OL/0A, auch raumliche Ableitungen von 9L/0A’ enthalten. Schreibt man die
A,-Abhédngigkeit der Lagrangedichte explizit aus,

L= —ﬁ nannﬁ)\FnAFaﬁ - %jaAOé
= — 10 170 (0 Ay — 03AL) (aAs — FpAa) — L Aa, (28.3)

und berechnet die Ableitungen

oy = e 020 0 P+ o 2 )
= T (77”‘“77/3 Y Fap = 00" Fag + 11" Fix — n”“n“*Fm)
— _ﬁ (F”” L g F”“) _ _ﬁ jals (28.4)
o) mngy) = —= 0. F", (28.5)
gfy =—27", (28.6)

so folgen die inhomogenen Maxwellgleichungen
OuFHr =1m v (28.7)

Die homogenen Maxwellgleichungen wurden dabei bereits implizit durch den
Ausdruck F,3 = 0,As — 03 A, vorausgesetzt.

29. Ist die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes
eichinvariant?

Im Allgemeinen nicht. In der Lagrangedichte £ = —ﬁ FPF,5 — % J*Aq ist nur
der Fo‘ﬁFag—Term eichinvariant; j*A, wird bei einer Eichtransformation A, —
Aq — Oux zu J*A, — 7*0ax- Also transformiert sich die Lagrangedichte geméf

L — LA427%0x. (29.1)

Die Wirkung ist definiert als S = [d% £(A,,d,A,).
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Der zusétzliche Term j*0, x dndert aber nichts an den Lagrange’schen Bewegungs-
gleichungen, denn er kann aufgrund der Kontinuitétsgleichung (9,j* = 0) als eine
totale 4der-Divergenz 9, (j%x) geschrieben werden, und diese wird im Wirkungsinte-
gral S = [d% L(A,, 0,A,) durch partielle Integration zu einem Oberflaichenterm,
welcher bei Variation der Wirkung nach A, verschwindet, denn die Variation an
den Réndern ist Null.

30. Wie lautet die Poissongleichung? Welche Losung hat
sie?
Die Poissongleichung lautet
A(F) = —dmo(F) (30.1)

mit dem Laplaceoperator A = V2.
Falls (") fiir alle 7 bekannt ist und keine Randbedingungen fir ¢(7) im End-
lichen vorliegen, lautet die Losung

O(7) = / d%/W% . (30.2)

|77 — 7

31. Was ist eine Green-Funkton?

Als Green-Funktion bezeichnet man eine Distribution Gp(z,z"), welche die Diffe-
rentialgleichung

DGp(x,a') = §(x — ') (31.1)

erfiillt, wobei D ein linearer Differentialoperator ist, der auf x wirkt. Mit Hilfe der
Green-Funktion lésst sich die Differentialgleichung

Df(x) = g(x) (31.2)

formal durch
flw) = [da! Gpla,a') - glx') (31.3)
lésen, denn es gilt
Df(z) =D / da’ Gp(z,2") - g(a') = / da' D Gp(z, ') - 9(2')
- /d:z:’d(x —2') - g(a') = g(z). (31.4)

Dabei wurde ausgenutzt, dass D zwar auf x wirkt aber nicht auf 2’ und daher an
dz’ und g(z’) vorbeigezogen werden kann.
Beispielsweise lautet die Green-Funktion zum Laplaceoperator A = V2

1 1

CArm [P -7

Ga(7,7") = (31.5)
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Damit lautet die Losung der Poissongleichung, A¢(7) = —4dmwo(7):

¢wy:am/&wewf () /&’ (31.6)

|7’—7“

32. Was ist eine Multipolentwicklung?

Statische Ladungs- und Stromdichten (0,0 = 0,7 = 0) haben statische E- und
B-Felder zur Folge, die durch statische Potentiale ¢ und A ausgedriickt werden
konnen:

—

E(7) = —grad¢(F),  B(7) =rot A(F). (32.1)

Im statischen Fall sind Coulomb- und Lorenz-Eichung identisch, divA = 0, und
fithren auf die Poissongleichung fiir die Potentiale:

A¢p = —dro m/¢@):/¥’££l| (32.2)
1 _ am > A= 3/]( )
AA=—t7 A AF)= C/d rl (32.3)

Im Falle rdumlich begrenzter statischer Ladungs- und Stromdichteverteilun-
gen konnen die Potentiale in grofler Entfernung approximativ durch eine Taylor-
Entwicklung ausgedriickt werden. Fiir das Skalarpotential lautet sie

o(7) =L+ + ZX%”” e (32.4)

mit der Gesamtladung (Monopol) ¢, dem elektrischem Dipolmoment p) dem elek-
trischem Quadrupolmoment @);; etc. (néchster Term: Oktupolmoment):

qz/HWQF’ (32.5)
p= /d r 7 o(T (32.6)
Qij = /d ro(r") - (37’;7’; —1"58;) . (32.7)

Eine solche Entwicklung nennt man Multipolentwicklung. Es gibt die Falle:

e g #0 ~ Monopol dominiert, d.h. eine statische Ladungsverteilung sieht
aus der Ferne wie ein elektrischer Monopol aus.

qg=0 ~ Dipol dominiert.

Spiegelsymmetrie o (7)) = o(—=7) ~ p=0.

g=0,p=0 ~ Quadrupol dominiert.

Rotationssymmetrie o (7) = o(r) ~ Qi =0
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33. Wie sieht das Feld eines elektrischen Dipols aus?

Das Potential eines Dipols lautet (in der Fernzone)

TP
) =3 (33.1)
Daraus lésst sich das elektrische Feld wie folgt berechnen:
. ~3/2
E:—grad¢:—2éail2rjpj<2ri) 1
, 5/2
== Sap(Sh) S 3 (2) o
k
v, 3(rp)r
T3 * rd
3(7p) 7 pr?
= 7,—5 . (33.2)

34. Was passiert mit einer beschleunigten Ladung?

Sie strahlt Energie in Form elektromagnetischer Wellen ab.

Zur Herleitung geht man von den retardierten Potentialen einer entlang der Tra-
jektorie 77 (t) beliebig bewegten Punktladung aus, also von den Liénard-Wiechert-
Potentialen (23.1), und berechnet daraus die E- und B-Felder. Mit R = 7 — 7
und &g = R/R ergeben sich Ausdriicke der Form®

B (34.2)

—

E, ist nur von der Geschwindigkeit @ = # der Ladung — nicht von ihrer Be-
schleunlgung — abhangig und fallt fiir grofle Abstande von der Ladung mit 1/R?
ab. E, ist proportional zur Beschleunigung @ = 7y der Ladung und fallt wie 1/R
ab. Aus den Feldern kann nun die Energiestromdichte, d.h. der Poyntingvektor
S = = (E x B ) berechnet werden und daraus der Energiefluss durch eine Kuge-

loberflache §d f S = /dQ2 R2S. Fiir R — oo geht dieses Integral fiir alle Beitrage
von S, die wie 1/R* oder 1/R? abfallen, gegen Null und es kann dann keine Ener-
gie nach Unendlich entweichen. Zur Energieabstrahlung trégt also nur der Term
E,xB, x 1 /R? bei. Daraus folgt, dass nur beschleunigte Ladungen Energie durch
Strahlungsemission velieren.

5Die vollstandigen Ausdriicke lauten

tret (1 - /B"}%)3 R tret ’ (341)
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35. Wie kommt man zu elektromagnetischen Wellen?

Man geht von den Vakuum-Maxwellgleichungen bei Abwesenheit von elektrischen
Ladungen und Stréomen aus,

VB =0, (35.1)
VE =0, (35.2)
VxB=L1HE, (35.3)
VxE=-19,B, (35.4)

bildet die Rotation von (35.3), wobei die Beziehung V x (V X fY) =V (fo) —V24
anzuwenden ist, und setzt (35.1) und (35.4) ein:

Vx(VxB)=Vx(LaE) ~ V(VYB)-V'B=10(VYxE)
(35.1) (35.4)
~ (01283—v2>§:0. (35.5)

Fiir (35.4) erhélt man analog:

VX(VXE)ZVX(-%@E) ~ v(g;)—VZE:—ﬁat(vXé)

(35.2) (35.3)
1 —
~ <02 0F — v2)E =0. (35.6)

Die homogenen Wellengleichungen (35.5) und (35.6) lassen sich mit dem Ansatz

B(7,t) = Byel®™=t)  E(F 1) = EyelFre) (35.7)
losen; als physikalische Losungen betrachtet man die jeweiligen Realteile. Durch
(35.7) werden ebene monochromatische Wellen beschrieben, die sich in Richtung
des Wellenvektors k ausbreiten. Einsetzen in die Wellengleichungen (35.5) und
(35.6) liefert:

2 2
<—w2+k;2)B:O, <_°“’2+k2>E:o. (35.8)
C C

Der Ansatz (35.7) 16st die Wellengleichungen, wenn w und k die so genannte
Dispersionsrelation

w = ck (35.9)

erfilllen. Innerhalb eines Mediums”

mit Brechungsindex n = /e betragt die
Phasengeschwindigkeit in (35.5) und (35.6) nicht ¢, sondern ¢/n. Die Dispersions-

relation lautet dann w = i k.

"Es handele sich um ein nichtleitendes, homogenes, isotropes Medium, sodass D = ¢E und
B = pH erfiillt seien.
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Statt der ebenen Wellen (35.7) kann auch der allgemeine Ansatz
B t) = [@k Byk) - =00

; L uE (35.10)

B(rt) = [d%h By(J) - et

gewahlt werden, also die Superposition ebener Wellen. Wenn die Gewichtungs-
funktionen By(k) und Ey(k) in einem schmalen Bereich um ein bestimmtes kg
herum konzentriert sind, werden durch (35.10) Wellenpakete beschrieben.

36. Welcher Zusammenhang besteht zwischen E, B und k?

Den Zusammenhang zwischen E , B und k einer ebenen elektromagnetischen Welle
erhdlt man, indem man (35.7) in die Maxwellgleichungen (35.1)—(35.4) einsetzt.
Aus

Vg = Z é}ajgoei(l&?ﬂm) = IZ é»jk'jgoei(gf;wt) = Eg ; 0 (361)
] J
VE:EE;O (36.2)
folgt kL B bzw. kL E. Und aus
V x E = Z 5abc€aﬁbBc = Z 5abc€aabBO,cei(EF_Wt)

a,b,c a,b,c
=1 Z EabcgakaO cel(kr “t)
a,b,c
=ik x B
L19,E = LB ¥ = Y E, (36.3)
C
VxE=ikxE+-19B=i"B (36.4)
C

folgt Bx ¢k =FEbzw. $kx E=D
Insgesamt gilt, dass k, Eund B paarweise aufeinander senkrecht stehen und in
dieser Reihenfolge ein rechthandiges Dreibein bilden.

37. Was bewegt sich bei einer elektromagnetischen Welle?
Bei einer ebenen Welle
B(7,t) = ByelF™t) - F(7 1) = EyelFre) (37.1)

steckt die Zeitabhangigkeit in der Phase, kP —wt. Was sich bewegt, sind die Punkte
konstanter Phase. Thre Geschwindigkeit, die so genannte Phasengeschwindigkeit,
berechnet man wie folgt:

ki — wt = const at(r—wt —kr—w=0
Uph

~ =w/k=c, (37.2)
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wobei im letzten Schritt die Dispersionsrelation w = ck eingesetzt wurde. In ei-
nem Medium mit Brechungsindex n gilt die Dispersionsrelation w = =k und die
Phasengeschwindigkeit ist dann v, = ¢/n.

Bei einem Wellenpaket (35.10) tritt zur Phasenbewegung noch die Bewegung
des Paketes hinzu, dessen Schwerpunkt sich mit der so genannten Gruppenge-
— dw dw

= @’k ausbreitet. Im Vakuum ist w(k) = ck ~ § =c¢

. O . . . . .
Uy = Uph = c. In dispersiven Medien ist im Allgemeinen vy, # vpn, auBlerdem

schwindigkeit v,

kommt es zu einem Zerflielen des Wellenpaketes.

38. Ist die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertial-
system gleich?

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist eines der beiden Postulate, auf denen
die Spezielle Relativitdtstheorie beruht (das andere ist das Relativitatsprinzip).
Sie ist also implizit in die Lorentztransformation eingebaut. Das kann man durch
folgendes Gedankenexperiment nachrechnen:

Wir betrachten zwei Bezugssysteme S und S’, deren raumzeitliche Urspriinge
zusammenfallen. S’ bewege sich mit der Geschwindigkeit v entlang der x-Achse.
Zur Zeit t = 0 wird ein Lichtstrahl in z-Richtung ausgesendet. Dieser hat in der
Zeit t; die Strecke zy zuriickgelegt, bzw. — im System S’ — in der Zeit ¢} die Strecke
x}. Im System S ergibt eine Messung der Lichtgeschwindigkeit z1/t; = ¢. In &
erhélt man

,xy cxy oy(xy — Pety) ety — Bety
d=2 =0 = —c. (38.1)
ty cth y(cty — Bay) cty — Bety

Die Lichtgeschwindigkeit hat demnach in jedem Inertialsystem den gleichen Wert.



